4.3.10 Vzorce pro dvojnasobny uhel |

Predpoklady: 040309

Zacneme piikladem.

Pr.1: Pomoci souctovych vzorct odvod’ vzorec pro sin2x.

P sin2x = sin(x+x) =sin xcos x +cos xsin x = 2sin xcos x

Pr.2: Pomoci souctovych vzorct odvod’ vzorec pro cos2x .

i cos2x=cos(x+x) =08 XCOS X —sin xsin x =cos’ x —sin* x

Pr.3: Pomoci souctovych vzorcti odvod’ vzorec pro tg2x .

tgx+tgx _ 2tgx

itg2x—tg(x+x) I-tgxtgx 1-tg’x

Tim jsme ziskali druhou skupinu vzorct:
Vzorce pro dvojnasobny thel:
* sin2x=2sinxcosx
s cos2x=cos’x—sin’ x
2tgx

e tg2x=
- 1-tg’ x

Pr. 4: Otestuj vzorec pro sin2x vypoctem sin 60° z hodnot goniometrickych funkci pro
thel 30°.

' sin60° = sin (2[30°) = 2sin 30°cos 30° = 2%
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Pr.5: Otestuj vzorec pro cos2x pomoci vypoctu cosE z hodnot goniometrickych funkci

pro thel T

i 2 2
cosl—T=cos(2d——[j=cos25—sin27—T= ﬁ -~ Q =0
b 4 4 4
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Pr. 6: Vyjadfi cos3x pomoci sinx a cosx.

1 cos3x = cos(2x+x) =cos2xcosx—sin2xsin x = (cos2 x —sin? x) cosx—(2sin XCOS x) sin x =

' =cos’ x—sin’ xcos x —2sin” xcos x = cos’ x —3sin’ xcos x

Pedagogicka pozndmka: Predchoz{ piklad byste od rovnosti cos3x = cos(2x +x) = meli

nechat studentim na rozmyslenou. Pro nékteré neni viibec samoziejmé rozlisit,
zda maji pouzit nejdiive souctovy vzorec nebo vzorec pro dvojnasobny thel. Opét
jde o dusledek nedokonalého pochopeni funkci a potadi pocetnich operaci

(cos (2x + x) = vytvafi hodnotu z dhlu, ktery vznikl jako soucet dvou thli, proto

pouZzijeme souctovy vzorec. To, Ze jeden ze s¢itanych tihlt vznikl jako
dvojndsobek neni podstatné, protoze se to stalo jesté pred s¢itanim).

Pf.7: Vyjadfi sin3x pomoci sinx a cosx.

' sin3x =sin (2x +x) = sin 2xcos x +cos 2xsin x = 2sin xcosxcosx+(cos2 x —sin’ x) sin x =

: — . 2 . 2 « 3 — . 2 « 3
;. =2sinxcos” x+sinxcos” x —sin” x =3sinxcos” x —sin” x

Postreh:

Ve vzorcich pro sin2x a cos2x tvofi pravou stranu ¢leny déavajici druhé mocniny
goniometrickych funkci, ve vzorcich pro sin3x a cos3x jsou na pravé strané tfeti mocniny.
Ziejmée je v tom néjaka zakonitost. Vice pozdéji v dilu o komplexnich Cislech.

Pr.8: Urci hodnoty goniometrickych funkci sin2x, cos2x, tg2x, sin4x a cos4x,

jestliZe plati sin x =% a x[ (%T, ﬂj .

. Abychom mohli pouZit vzorce pro dvojnasobny uhel, musime znit hodnotu sinx 1 cosx =
' nejdifve uréfme cos x: sin” x+cos* x =1.

' cos’x=1-sin’x
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V intervalu (%T;ﬂj je cosx<0 = cost—T.

sin2x = 2sin xcos x = Z%EE—QJ = _ﬁ
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- cos2x =cos’ x—sin’ x = —ﬁ —(gj _2.4_1
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- Hodnoty sin4x a cos4x urcime podle jiz ur¢enych hodnot sin2x a cos2x.
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- sin4x =sin2(2x) = 2sin 2xcos 2x = 2[?—

: >
" cosdx = cos2(2x) =cos’2x —sin*2x = 1 —=-—
! 9 81 81 81

Pedagogicka poznamka: Je zajimavé, Ze vétSina studentd ma tendenci pouZit pro vypocet
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v sin2x ) . " . .. .
defini¢ni vzorec tg2x = . Nejde ani tak o Spatné hodnoceni situace jako o
cos2x
pfebijeni (a zapominani) vSeho predchoziho novym. Snazim se k tomu néco

podotknout.
Pedagogicka poznamka: Nasledujici ptiklad si zaslouZi minimalné 10 minut.

Pr.9: Urci defini¢ni obor vyrazl v rovnosti a dokaZ jeji platnost.
a) 1-cos2x =2sin’ x b)ﬂ:tgx
I+cos2x
cos2x _1-tgx

1+sin2x _1+tgx

- a) 1-cos2x =2sin’ x
CxUR
2 .2 \Y~os2
: 1—(cos X —sin x)—251n X
' 1—cos” x+sin® x = 2sin” x
' sin® x +sin® x = 2sin” x
' 2sin” x =2sin” x

sin 2x
——=tgx
1+cos2x
1 »  Levda strana: zlomek = nesmime dé¢lit nulou = 1+cos2x#0 = cos2x# -1 =

xET+HEDRT = x¢§+kﬂ

! ) T
i Prava strana: tgx = x¢3+kﬂ

= xDR—U{g+kDT}

kOZ
sin2x _  2sinxcosx _ sinx

| - 2 22
v 1+cos2x 1+cos"x—sin“x cosx
2sinxcosx  _ sinx

i -2 2
» 1—-sin"x+cos"x cosx
2sinxcosx _ 2sinxcosx _ sinx

' cos® x+cos’ x 2cos” x COS X



sinx _ sinx

COSXx COSXx

cos2x _1-tgx
I+sin2x 1+tgx
"+ Levd strana: zlomek = nesmime délit nulou = 1+sin2x#0 = sin2x#-1 =

2x¢%n+k[2n = x¢%ﬂ+kﬂ

' Pravd strana: tgx = x¢g+kﬂ, nesmime délit nulou 1+tgx 20 = tgx#-1 =
x#t-Zakrm
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= XDR—U{E+]{DT;§]T+]{UT}
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| sin x
2 s 2 -
cos2x _cos"x—sin"x _1-tgx _ cosx

l+sin2x 1+2sinxcosx 1+tgx |4 Sinx

COS X
coSx —sin x
(cosx—sinx)(sinx+cosx) ooy
sin” x +cos” x+2sinxcosx  COSXx+sinx
CoS X

(cos X —sin x) (sin x+cos x) _cosx—sinx

. 2 .
(smx+cos x) cos x +sin x

cosx—sinx _ cosx—sinx

. cosx+sinx cosx+sinx

Pr. 10: Petakova:
strana 45, cviceni 49 c)
strana 45, cvicCeni 50 a)
strana 46, cviceni 51 a), ¢)
strana 46, cviceni 52 e), j), k), t), z)

Shrnuti: Pomoci sou¢tovych vzorci muZzeme ziskat i vzorce pro dvojndsobny thel.



